MACROECONOMIA 3
PARTE V: MACROECONOMIA DE UNA ECONOMIA
ABIERTA: EL CASO EL PERU

Introduccidén

Este es un modelo tedrico que reproduce el sistema de politicas
macroecondmicas vigentes en el Perd. Se modela el caso de una economia
pequefia y abierta, donde la politica monetaria opera con un régimen de tipo de
cambio flotante y un sistema de metas explicitas de inflacion, con la tasa de
referencia para los mercados interbancarios como instrumento de politica y la
cantidad de dinero enddgena; mientras que la politica fiscal funciona

imponiendo un limite al déficit fiscal como porcentaje del PBI.

El modelo permite simular analiticamente los efectos de la politica
macroecondmica, de los cambios en el contexto internacional, asi como de
choques de oferta, sobre la produccion, los precios, el tipo de cambio y la tasa
de interés, en el corto plazo, en el transito al equilibrio estacionario y en el
equilibrio estacionario.

1. El subsistema del corto plazo

1.1 Lademanda agregada

El mercado de bienes

El mercado de bienes es keynesiano. La produccion depende del consumo, la
inversion, el gasto publico y las exportaciones netas. El gasto publico, dado que

existe un limite de déficit fiscal como porcentaje del PBI, es enddgeno.

Y=D=C+1+G+XN (1)



C=C,+c(L—t)Y )
| =1, —bi (3)

DF =G +iB? +(E-P)i'B" —tY = a¥
En consecuencia, el gasto publico no financiero (G) es endogeno:

G=(t+a)Y —iB® —(E—P)i'B", 4)

XN =aY +a,(E+P —P)-m@-t)Y (5)

Reemplazando los valores del consumo, la inversién privada, el gasto publico y
las exportaciones netas en la ecuacion (1), el equilibrio en el mercado de

bienes viene dado por:

Y=A+cl-t)Y —(b+B%)i+(t+a)Y +a,Y +(E-P)@a,—-i B9)+aP —m{l-t)Y
o}

Y =k|A, - (b+B9)i+a,Y +(E—-P)(a, —i'B)+a,P"] (6)

1
Donde k = A =C,+ 1.
A-t)(s+m)-a K =Cotlo

O,

i=[A0 +a,Y" +(E-P)@a —i'BY)+a,P"] Y

(b+B9) k(b+BY) %

di 1

L ———)
dY|s  k(b+B®)



Figura 1
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El mercado de dinero y la regla de politica monetaria

La RPM :
i=i"+i,(P—P") (8)

di
dY [gen
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El equilibrio externo o arbitraje no cubierto de tasas de interés
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E=E®+h(i" i) (12)
Reemplazando la ecuacién (8) en (12) y, luego, reemplazando la expresion
obtenida, junto con la ecuacién (8), en la ecuacién del equilibrio en el mercado

de bienes, ecuacion (6), se obtiene la demanda agregada.

Y =k{A +aY +aP —(b+B%)i" +|b+B +(a —i BO)h|,P" +(a —i'B)E° —|(& —i B+ i) + (b+B°)i P

Asumiremos que a, —i B =a, > 0.

Y =k{A, +a,Y +a,P —(b+B%)i" +|b+B® +a,hf,P" +a,E* —[a, +(a,h+b+B?)i, P}

(13)
o,

P=M[A +a,Y" +a,P" +(ah+b+B9)i,P" - (b+BO)i" +aeEe]—MTY. (14)

1
a, +(@h+b+B%)i,

Donde M =
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1.2 Laofertaagregada

P=P°+A(Y-Y) (15)

dpP

— =A>0.
dY o,



Figura 6
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1.3 Lademanday la oferta agregada

Necesitamos que la regla de politica monetaria no contenga el nivel de precios
P. Para ese propdésito, introducimos (15) en (8), y obtenemos:

i=i"+i (P =AY —P™) +i,AY. (16)



Figura7
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i =i, 4>0.

dY RPM

Por otro lado, la curva IS (ecuacién 7), tiene como parametros dos variables
enddogenas, el tipo de cambio y los precios. Para eliminar al nivel de precios de

la IS, reemplazamos (15) en (7). De este procedimiento resulta una nueva 1S,

_Ac+aY +aP +a,(E-P* +AY) 1+ jka,

b+B? k(b+B?) (17

di 1+ Aka,

e = <U.
dY|.  k(b+BY)



Figura 8
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En la Figura 9 se representa el modelo completo.

Figura 9
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Como el modelo es lineal, los valores de equilibrio de corto plazo de la
produccion y el nivel de precios pueden hallarse facilmente a partir de las

ecuaciones (14) y (15).

y e {Mki’lm}h ra Y +aP +(ah+b+B%)iP" —(b+B%)i" +a,E* +$(N— Pe)}

(18)
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pe :{MMM}[PG ~AY + K[ Ay +aY +aP +(a,h+b+Bo)i,P" —(b+B%)i" +a,E" |
+

(19)

Conocido el precio de equilibrio (ecuacion 19), puede hallarse la tasa de interés
de equilibrio en la ecuacion (8).

ioa _ [1+ Aka, (1+ hi,)M o[ AaMi ). M
B Ak +M AK+M M + Ak

[P~ AY + Ak(A, +a,Y " +a,P" +a,E")]
(20)

Conocida la tasa de interés de equilibrio puede, a su vez, determinarse el tipo

de cambio de equilibrio de corto plazo en la ecuacion (12).

e 1+ k[a, + (o+B)i,| o, DKO+BY, . hMi [P P 4 27 Ak, + 2" +aP)
1+ k|a, +(&h+b+B%i,| 1+ kla, +(ah+b+B%i| M+

(21)
El modelo completo en su forma reducida esta compuesto por el sistema de

ecuaciones (18)-(21). A partir de estas ecuaciones pueden determinarse los

efectos de las variables exdgenas sobre las variables enddgenas.

e kM * * - m L * e 1 va e
Yq:{Mij/J[A(ﬁaOY +a,P +(@h+b+B%)i,P"-(b+B%)i +a,E +ﬁ(}tY—P )}

(18)

pes :[MMKJ[PG “AY + K[ Ay +aY " +aP” +(a,h+b+BY)i,P" —(b+B)i" +a,E* ||
+

(19)

e _{[1+;tkae(1+ hil)]M}i* _{ﬂkaeMil}Pm L Mi,

P®—AY + Ak(A. +a.Y +a P +aE®
Ak +M Ak +M M+/1k[ (Ao +2, ! ¢ )]

(20)
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o LrARrO+BY) o WKO+BYL, . hMi

= Jka,P" —P° + Y — Ak Y +aP"
1+ K[, +@h+b+B%)i] 1+ Ka +(ah+b+Bo)i] M+/1k[ % i (A +aY +aP)

(21)

2. El subsistema del equilibrio estacionario
Cuando el tipo de cambio y los precios observados se igualan a sus valores

esperados se dice que la economia alcanza un valor de equilibrio duradero o

estacionario.

)  E=E°
iy P=P°

Considerando la primera condicion en la ecuacion de arbitraje de tasas de

interés, ecuacion (12):
=i (22)

Figura 10

EE
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Reemplazando la segunda condicién en la ecuacion de oferta agregada de

corto plazo, ecuacion (15)
Y=Y (23)

Figura 11

]

En la regla de politica monetaria, ecuaciéon (8), como la tasa de interés en el
equilibrio estacionario es igual a la tasa de interés internacional, se deduce que

el precio observado es igual a su nivel meta.
P=P" (24)
Por ultimo, reemplazando las ecuaciones (22), (23) y (24) en la ecuacion (6),

Y =k|A, +a,Y +a,P" —(b+B)i" +a,(E-P")] (25)
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Figura 12
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Es preferible expresar la demanda agregada en el plano (Y,E), como en la

ecuacion (26) y la Figura 13.

E=—1[A +ayY +aP —(b+B%)i" —a,P"|+ . (26)
a, kae
|_d_E :i>0,
dY |pae  Ka,
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Figura 13

El sistema de demanda y oferta agregada del equilibrio estacionario esta
conformado por las ecuaciones (23) y (26). Su representacion grafica, que

incluye el sistema IS,RPMy EA, se muestra en la Figura 14.

Y=Y (23)

E:_i[AO+aOY*+a1P*—(b+Bg)i*—aer]+kL. (26)
a a

e e
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Figura 14
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Resolviendo (23) y (26):
ye® =y (27)
we 1 . . - 1Y
E =—a—[A0+aOY +a,P —(b+BY)i" —a,P ]+K' (28)

e e
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Y |A-®+BY)i"+ay’] iB"
ka a a

€ € €

ereqe — Eeqe + P* _ Pm — P*. (29)

En el equilibrio estacionario, la produccion se determina en la oferta, la tasa de
interés es igual a la tasa de interés internacional, el nivel de precios se iguala
con el precio meta del banco central y el tipo de cambio se determina en el

mercado de bienes.

i =i (22)
pe® = p" (24)
Y =y (27)
e 1 . . . 1Y
E* =——[A +aY +aP —(b+B%)i" —a,P" |+ . (28)
a, kae
3. El transito al equilibrio estacionario

Hay varias maneras de modelar este transito hacia el equilibrio estacionario.

Una manera es:

E°=E,,. (30)

P*=P.. (31)

Incorporando este supuesto en (18)-(21), tenemos ahora que:

e kM * * . m .k 1 </
Y q:[M+k/J{A° +a,Y +a,P +(ah+b+B%)i,P" —(b+B9)i +aeEt_1+M(lY—Pt_l)}

(32)

ped :{#M}[H_l —AY + k[ A, +a,Y +a,P" +(a,h+b+B%)i,P" —(b+B%)i" +a,E,, ]]

(33)
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LAY+ AK(A, +aY " +a,P" +a,E, )]

(34)

ea _ h+zm%a+mgb4r__umgmlpm+ hﬂl[P
Ak +M Ak +M M+ Ak
w__ L+ 2Ka, +(0+B)i] E L hak(b+B9)i, . hMj
“1+k|a, +(@h+b+B%i,| ' 1+ Ka, +(@h+b+BY)i|  M+k

[ka P — R, + Y — (A, +aY" +aP")|

(35)

Dado que el sistema (32)-(35) constituye una forma reducida, para discutir las

condiciones de estabilidad es suficiente trabajar con las ecuaciones que

vinculan los precios y el tipo de cambio con sus valores rezagados; es decir,

con las ecuaciones (33) y (35). Para ese objetivo, juntamos (33) y (35) en una

matriz, prescindimos de las variables exdégenas y nos concentramos en las

endogenas y su rezago.

M Mka,
P _| M+4k M + Ak Pt
E|T| hMi, ML+ k(a, +bi, +B%i)] | E.,
M + Ak M + Akl

En su version abreviada:

Y =AY,,.

(36)

(37)

De (41) se deriva que para que cada una de las raices caracteriticas sea menor

que la unidad, en términos aboslutos (|/1i| <1), es decir, para que este sistema

converga hacia el equilibrio estacionario, debe cumplirse (las expresiones en

barras denotan valores absolutos):

i)
i)

| DetA| <1.

[TrA| <1+ DetA.

En nuestro modelo, se cumplen las dos condiciones:

(42)

(43)
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M

i) DetA =—— < 1.
Ak +M
g
i TrA:M[2+/1k(ae+b|1+B '1)]<1+DetA:1+L.
M + Ak Ak +M

De ii) se deriva que:

a, +(b+B%)i,
a, +(ah+b+B?)i

Lo cual se cumple plenamente.

Es decir, cada vez que se produzca un choque de politica macroeconémica o
de cambio en el contexto internacional, o un choque de oferta que modifique el
producto potencial, que desvie transitoriamente el precio y el tipo de cambio de
sus valores de equilibrio estacionario, la naturaleza del modelo permite que el

equilibrio macroeconémico se reestablezca.

4. Estatica comparativa en el modelo

Nuestro punto de partida es un punto del equilibrio estacionario. Como en los

modelos anteriores, supongamos gue se eleva la tasa de interés internacional.

En la regla de politica monetaria la tasa de interés local se eleva en la misma
magnitud que la tasa de interés internacional, que equivale a la tasa de interés
natural. En la ecuacion de arbitraje de tasas de interés, como el diferencial
entre las tasas de interés se ha mantenido constante, el tipo de cambio no se

mueve, en principio, manteniendo inalterada la demanda por bienes.

La mayor tasa de interés local hace descender la inversion privada y el gasto
publico, haciendo caer la produccion y los precios. EI mismo efecto, directo,

tiene la tasa de interés internacional, que eleva los intereses de la deuda

20



publica externa y contrae el gasto publico. La reduccion de la produccion hace

caer el nivel de precios, lo que tiende a reducir la tasa de interés y elevar el tipo

de cambio, debilitando, pero no eliminando, el impacto contractivo inicial de la

mayor tasa de interes.

Figura 15

OA,
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B g
dy =— M}di* <0. (44)
M + kA

B 9
dP = — M di’ <0. (45)
M + kA

gio— Ak drhh) e (46)
1+ k|a, +(a,h+b+B?)i,|

hak(b + B9)i, .

dE = —di" >0. (47)
1+ 2kla, + (@,h+b+B?)i,|

En el equilibrio estacionario, la elevacién de la tasa de interés internacional solo
produce una elevacion equivalente de la tasa de interés local y la elevacion del
tipo de cambio. Se produce un crowding out completo entre las exportaciones
netas, que se elevan debido al mayor tipo de cambio, y la inversion privada y el

gasto publico, que se reducen debido a la mayor tasa de interés.
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Figura 16
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Las respuestas matematicas para el equilibrio estacionario se obtienen como
antes, del sistema de ecuaciones (22), (24), (27) y (28).

dy =0

(48)
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dP =0 (49)

di=di" >0 (50)
g
de = OB G (51)
a

e

EJERCICIOS PROPUESTOS

En el modelo macroeconémico que intenta reflejar los rasgos basicos de la
economia peruana:

a. ¢Qué pasa en el corto plazo y en el equilibrio estacionario con la
produccion, la oferta monetaria y el tipo de cambio cuando cae el
PBI externo?

b. ¢Qué pasa en el corto plazo y en el equilibrio estacionario con la
produccion, la oferta monetaria y el tipo de cambio cuando sube
el precio meta fijado por la autoridad monetaria?

c. ¢Qué pasa en el corto plazo y en el equilibrio estacionario con la
produccion, la oferta monetaria y el tipo de cambio cuando sube
la tasa impositiva?

d. ¢Qué pasa en el corto plazo y en el equilibrio estacionario con la
produccion, la oferta monetaria y el tipo de cambio cuando sube

el producto potencial?

24



PARTE VI: CRECIMIENTO ECONOMICO

CAPITULO 1: EL MODELO DE CRECIMIENTO ECONOMICO DE ROBERT
soLow!

Introduccion

En este capitulo presentamos el modelo de Solow en su versibn mas basica,
donde no existe gobierno ni sector externo. A pesar de su simplicidad, de este
modelo se derivan hipdétesis importantes acerca de por qué algunos paises son
pobres y otros son ricos, y acerca de si hay o no convergencia econémica entre
estos paises.

1. Los rasgos basicos

El ahorro, lainversion y las cuentas nacionales

En esta economia cerada y sin gobierno, la produccion tiene como destino el

consumo de las familias y la inversion bruta empresarial

Y =C +1. (1)

De (1) se deriva que

S,=Y,-C, =1.. (2)

El ahorro es una proporcion fija del ingreso.

S, =(@-c)Y,=9sY,; 0<s<1. (3)

! Esta seccién esta basada en Sala-i-Martin (2000), Heijdra y Van Der Ploeg (2002, Cap. 14) y
Birch y Jorgen (2009, Vol. I).
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La inversidon bruta empresarial es igual a la suma de la inversibn neta, o
acumulacion efectiva de capital mas la depreciacion, que puede asumirse que

es una funcion lineal del stock de capital.

0
I, = K, +K,. (4)

Conjugando (2), (3) y (4):

0

K =Y, =K. %)

La funcién de produccién y la funcion ahorro

Y = BK“L". (6)

Esta funcién de produccion tiene las siguientes propiedades:

)] La produccion exibe rendimientos constantes a escala, es decir, debe

ser posible producir el doble duplicando la cantidad de los factores,
sin alterar el proceso productivo. Matematicamente esta propiedad se

denomina homogeneidad de grado uno. Note que el principio de

replica no se aplica a la tecnologia.

2Y = B(K)" (L),

ii) Las productividades marginales del capital (Y,) y del trabajo (Y,)

son positivas y decrecientes.

l-a
YK = aBLl_a Ka_l = QB{%} > 0;. YKK = a(a —]_)BLl—a Ka—z <0.

YL = (1—a)BK”’L‘”’ = (1—a)Bka > 0, YLL = _a(l_a)BKa L—(1+a) <0.
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i) Cuando aumenta la cantidad de un factor, aumenta el producto

marginal del otro factor.

Yo =Y, =a(l-a)BK L™ >0,

iv) Se cumplen las condiciones de Inada:

LimY, =0; LimY, =oo.

K—w K—0

LimY,_ =0; LimY_ =oo.

Lo L—0

El beneficio de la empresa representativa es igual al valor de sus ventas menos

el costo salarial y el costo de los servicios del capital.

=Y -wL-rK. (7)

La empresa competitiva busca maximizar sus beneficios sujeto a la funcion de

produccion.

IT=BK“L"* —wL - rK. (8)

Las condiciones de primer orden

M, 0=V, =as{ﬂa_ _r. )
K o
M, =0=Y, = (1—a)3[ﬂ —w, (10)

Es decir, en competencia perfecta, los factores productivos reciben como

retribucion su productividad marginal.
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Remplazando (9) y (10) en (8) se encuentra que el beneficio de la empresa, en

competencia perfecta, es nulo. Ademas, puede mostrarse que

rK YK aY/Y  aBK LK ., (11)
Y Y oKI/K BK L} '

Y L — L

wh Y.L oY lY _ 1 a)BKl,L L 1 (12)
Y Y oL/L BK*L™
El modelo en términos de producto y capital por trabajador
Si,

L

—=n 13
: (13)
Conjugando las ecuaciones (5) y (6), obtenemos:

0

(14)

K, = SBKZL — &K,

Dividiendo ambos miembros de las ecuaciones (6) y (14) por el numero de

trabajadores, tenemos las ecuaciones en términos de producto y capital por

trabajador
y = Bk“. (15)
0
(16)

k =sBk* — (6 +n)k.

La ecuacion (16) es la ecuacion fundamental del modelo de Solow. Segun esta

0
ecuacion, habra acumulacion de capital por trabajador (k > 0) siempre que el

ahorro por trabajador (sBk”) sea mayor que la depreciacién del capital por
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trabajador (6 +n)k. Esta “depreciacion” debe ser entendida en su version

amplia, pues debe ser suficiente para reemplazar el desgaste de la maquinaria

y también para dotar de maquinaria a la poblacion que crece a una tasa fija.

En el equilibrio estacionario, el stock de capital por trabajador se estabiliza.

Entonces, (16) se transforman en:

sBk“ = (6 + n)k. (17)
De donde:
1
kee :|: SB i|l_a — Syo (18)
o+n (0+n)({l-)

Donde v, es el PBI per capita en la situacion inicia y,

a (04

B Jre [ s T«
®* =B =B« ) 19
y [§+n} {§+n} (19)
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Figura 1

y,sy, (S +n)k

A

(5+nk

Sy

kee

Como la tasa de crecimiento del PBI per capita es cero en el equilibrio
estacionario, entonces, en el equilibrio estacionario, el PBI crecera a la misma
tasa del crecimiento poblacional, y las variables asociadas al PBI, el consumo y

el stock de capital, creceran tambien a esa tasa.

3. La estabilidad del equilibrio estacionario y la velocidad de la

convergencia

De (16) puede discutirse la cuestion de la estabilidad.
0
k =sBk* —(J +n)k. (16)
En términos matematicos, debe cumplirse que
0
ok

&zsyk—(5+n)<0. (20)
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Donde ¥, = B «k*"* es la productividad marginal del capital.

En la Figura 2, puede verse que, partiendo desde el origen, la diferencia entre
el ahorro y la depreciacion, que equivale a la variacion del capital por
trabajador, va elevandose, alcanza un maximo y luego empieza a reducirse,
hasta hacerse nula en el equilibrio estacionario. En este punto de equilibrio
estacionario se cumple la condicién de estabilidad registrada en la ecuacién
(20)

Figura 2
y,sy, (S +n)k
A
(5+nk
y
Sy
A
|
|
| |
| |
| |
|
| |
| |
: k » K
5 I X
A : :
| |
|
| |
|
’ |
|
| |
! I.A » K
kO

¢, Cual es la velocidad de la convergencia hacia el equilibrio estacionario?.

Sea la ecuacion diferencial lineal de primer grado:
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0
y+aY =h.

Su solucion:

b b
— _ ee —at+ ee — _ = e—at+_.
Y [y(O) y y Yo a a
Vamos a transformar la ecuacion (16) para hacerla lineal.
Sea

X = klfa

De donde se deriva que:

0
xk?

k=2
i-a)

Transformamos (20), dividiendo ambos miembros por k“,y obtenemos:

0
kk™ + (5 +n)k*® =sB.

Reemplazando (22) en (23),

;J(+ Ql-a)(0+n)x=(1-a)sB.

(21)

(22)

(23)

(24)

La ecuacion (24) es una ecuacion diferencial lineal de primer grado, cuya

solucion es:

sB :|e—(1—a)((>'+n)t+ sB

X“):{X(O’_§+n S+n’

(25)
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Esta ecuacion nos dice que, a medida que transcurre el tiempo, la acumulacion

de capital sera mas rapida, cuando mas alto sea el valor de (1-a)(5 +n).

Para tener la solucion en términos del capital por trabajador, reemplazamos

(21) en (25), y obtenemos:

1

—| (ki@ SB | —-a)sn) SB |1«
o = [(k“’) e TSaenl (26)
3. Lareglade oro de la acumulaciéon de capital

Al equilibrio estacionario que conduce al maximo el consumo percapita se le

conoce como Regla de oro de la acumulacién de capital.

El consumo es la parte del ingreso que no se ahorra. El ahorro, en el equilibrio

estacionario, es igual a la depreciacion del capital, s¥ = (§ + n)k. Entonces,
¢ = B(k"")® — (§ + u)k"® (27)

Maximizando esta funcion, respecto al capital por trabajador:

1

K °r _|: aB }1—(1
o+n (28)

De (28) y (18) puede observarse que este capital per cdpita que maximiza el

consumo per capita es mayor (menor) que el capital per capita del equilibrio
estacionario cuando la participacion del capital en el ingreso nacional es mayor

(menor) que la tasa de ahorro (@ = ).

Figura 3
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En el caso mostrado, el capital per cépita del estado estacionario es mayor que
el capital que maximiza el consumo por trabajador. Es una situacion de
ineficiencia dinamica, en el sentido de que esta economia puede tener un
consumo per capita mayor, con un capital por trabajador menor, que puede

alcanzarse reduciendo la propension a ahorrar.

4. La tasa de crecimiento en el modelo de Solow

A partir (16)

=sBk** —(5+n). (29)

XlXo
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Figura 4
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Esta economia, a la larga, en el equilibrioe stacionario, no crece. Es decir, en el
modelo de Solow, el crecimiento de largo plazo no se puede dar cuando la
economia ahorre una fraccion constante del producto, aun cuando esta

propensién al ahorro sea alta.

5. La convergencia absoluta y condicional

Si dos economias son idénticas, salvo en sus dotaciones de capital por
trabajador, la economia con menor dotacién de capital debe crecer a un ritmo

mayor que la economia con mayor dotacion.

35



Figura5
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Si las economias son diferentes por razones distintas a la de la dotacion de
capital per capita, el modelo de Solow no predice una tasa de crecimiento

mayor en los paises pobres. En este caso es mejor referirse a la convergencia

condicional.
Figura 6
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6. Estatica comparativa del estado estacionario.
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Las variables exdgenas del modelo de Solow son la propension a ahorrar, la
tasa de crecimiento poblacional, la tasa de depreciacion y el nivel de desarrollo
tecnoldgico. La Unica variable enddgena en la forma reducida del modelo de
Solow es el capital por trabajador (o el PBI per capita). Obtenida esta variable,
puede conocerse el valor de las variables vinculadas como el consumo, el

ahoorro y las productividades marginales del trabajo y el capital.

¢Qué sucede con el capital per cépita cuando se produce un alza de la

propension a ahorrar?

Partimos de un equilibrio estacionario inicial donde el ahorro es igual a la
depreciacion. Cuando sube la tasa de ahorro, en la ecuacion (16), el ahorro por
trabajador se pone por encima de la depreciacion por trabajador. ¢ Cual es el

mecanismo de ajuste para que el equilibrio se restablezca?

El capital por trabajador tiene que elevarse. Al elevarse el capital por
trabajador, se elevan tanto el ahorro como la depreciacion. Como la elevacion
de la depreciacién es mayor que la del ahorro?, el ritmo de acumulacion del
capital tiende a reducirse, hasta hacerse cero y la economia alcanza asi un

nuevo equilibrio estacionario, con un mayor capital por trabajador.

En la Figura 7 se muestra la elevacion del capital por trabajador (y, como
resultado, del PBI por trabajador), como consecuencia de la mayor propension

a ahorrar.

2 Por la condicién de estabilidad.
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En la Figura 8 puede observarse la dinAmica de ajuste de esta economia ante
un alza en la propension a ahorrar. En la parte superior de la figura se muestra
el salto que se produce en la propension a ahorrar, que sube de s, a s; y se
queda indefinidamente en ese nuevo nivel. Mas abajo se muestra como se
produce, transitoriamente, una elevacion de la tasa de crecimiento de la
economia. Mas abajo, se muestra la dinamica del capital por trabajador que
sube desde k, hasta alcanzar, gradualmente, el nuevo nivel de equilibrio
estacionario k,. Por ultimo, se muestra como, con el alza de la propension a
ahorrar, se produce una tasa de crecimiento positiva transitoria, que se vuelve

a hacer cero en el equilibrio estacionario.
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Figura 8

La respuesta matematica se obtiene a partir de la ecuacion (18).
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ﬁk=i[%]ﬁ%]ﬁa=u_—:§h#&mﬂ (30)

Es decir, el alza de la propension a ahorrar impactara con mas fuerza en el
capital por trabajador cuanto mas alto sea el PBI per capita inicial y la
participacion de la mano de obra en el ingreso nacional, y cuanto mas bajas
sean la tasa de crecimiento poblacional y la tasa de depreciacion.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En el modelo de crecimiento econdmico de Robert Solow:

a. ¢Qué pasa con el producto y el consumo per capita si sube la
propensién al ahorro?

b. ¢Qué pasa con el producto y el consumo per capita si sube la
tasa de depreciacion?

c. Si la Unica diferencia entre dos paises es la dotacion de capital
por trabajador inicial, ¢cual de los paises debiera crecer mas
rapido?

d. Si hay diferencias en la dotaciébn de capital por trabajador y
también en el nivel de desarrollo tecnolégico, ¢,cuél de los paises

debe crecer mas rapido?
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CAPITULO 2: EL MODELO DE CRECIMIENTO ECONOMICO DE RAMSEY?

Introduccion

El modelo de crecimiento econémico de Ramsey (1927) es similar al modelo de
de Solow (1956). Como en Solow, la tasa de crecimiento de la mano de obra y

de la tecnologia siguen siendo son exégenas.

La diferencia basica es que, mientras en el modelo de Solow la propension al
consumo es exdégena, en el modelo de Ramsey esta propensiéon al consumo es

enddgena

Como la decision consumo-ahorro se realiza mediante un proceso de
optimizacion, el ahorro ya no es una proporcion constante del ingreso, sino que
se ajusta en cada periodo. Ademas, se hace una distincion explicita entre
familias y empresas, las cuales interactian en tres mercados competitivos
(financiero, laboral y de bienes). A partir de la interaccion entre familias y
empresas en estos tres mercados se obtiene la evolucion del capital y, por lo

tanto, del producto.

1. Supuestos y rasgos basicos del modelo

Existen dos agentes econdmicos, las familias y las empresas que interactlan
en tres mercados competitivos: de bienes, financiero y laboral.El precio de los

bienes es el numerario.

El ahorro de las familias, en bonos, rinden una tasa de interés real r. Este
ahorro es tomado luego por las empresas bajo la forma de capital, el cual
utilizan como factor en el proceso productivo. Las familias ofrecen mano de

obra a las empresas a un determinado salario real w.

® Este capitulo lo escribié Liu Mendoza. El desarrollo de este modelo sigue de cerca a Sala-i-
Martin (2000).
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El comportamiento de las familias

Para su decision de consumo-ahorro, las familias maximizan una funcion de
utilidad intertemporal, en la cual deciden cual es la trayectoria de consumo v,
por lo tanto, también del ahorro, en cada momento del tiempo.

Inicialmente se supondrd que el horizonte de tiempo relevante es infinito y
luego, se contrastaran los resultados obtenidos con el caso en el que el

horizonte temporal es finito.

La funcion de utilidad del consumidor representativo:

U(0)=[ e ulc(t)t (1)

En tiempo discreto:

U(0)=g[l+”Jtu(c(t)) 2)

1+p

u(c(t)) es la funcién de utilidad instantanea; c, es el consumo per cépita en
cada periodo t; n es la tasa de crecimiento de la poblacion;y p es la tasa de

descuento intertemportal.

Para garantizar que el problema tenga significado econdémico, se requiere que

la utilidad intertemporal sea finita y acotada. Por lo tanto, el factor de descuento

1+n
1+ p

t
intertemporal, g lonk y ( j , N0 puede ser explosivo, sino que debe tender

a cero. Por lo tanto, es necesario suponer que p >n.
u(c(t)) es concava (u'(c)>0 y u"(c)<0), por lo cual las familias buscan
suavizar su nivel de consumo en todos los periodos. Por conveniencia

matematica, trabajamos con la siguiente funcion de utilidad:
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c(t)? -1

u(c®)==—,

3)

Esta funcion de utilidad se conoce como constant relative risk aversion (CRRA)

0, simplemente, aversion relativa al riesgo constante.

Las familias obtienen ingreso de sus ingresos salariales y de la la rentabilidad
de sus bonos. La restriccion que enfrenta la familia en cada momento del
tiempo es:

B(Et)+ C(t) = w(t)L(t) + r(t)B(t) 4)

0
Donde: B y B representan el stock de bonos y la adquisicion de bonos por
parte de las familias, respectivamente, C el consumo, w el salario real, L la

mano de obra ofrecida por las familias y r la tasa de interés real.

0
0
Dividiendo todo entre L(t), y recordando que wzb(t)jLnL(t), la restriccién

L(t)

presupuestaria per capita es:

b(t) + nb(t) + c(t) = W(t) + r(t)b(t)

De donde se deriva:

b(t) = w(t) + (r(t) - n)b(t) +c(t) 5)

El problema que enfrentan las familias es entonces:

1-6
Max U(0) = re‘(p‘”)t (M]dt
0 1-6

sa. B(t) = w(t) +(r(t) = n)b(t) —c(t) (6)
Lim,__ e "u(c(t))=0

t—oo
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La funcion Hamiltoniana toma la siguiente forma:

c(t)? -1

— - (p-nk
H(c(t),b(t), A(t))=e (1_9

j+z<t)[w<t)+(r(t)—n)b(t)—c(t)] (7)

Donde 4 es la variable de coestado; en este problema, representa el costo

marginal en valor presente del ingreso.

Las condiciones de primer orden son:

H, =0,
H, = —izt), (8)
Lim,_, b(t)A(t) = 0.

Resolviendo (7), aplicando (8), obtenemos:

H, =e e t)? —A(t) =0

= e P Me(t) = A(t) (9)
H, = A0)(r®) —n)= - A(t) (10)
Lim,_,_ b(t)A(t) =0 (11)

Si aplicamos logaritmo neperiano a la ecuacion (9) y a continuacion

diferenciamos con respecto al tiempo, obtendremos:

0 0
@:_(p_n)_gﬂ (12)
A(t) c(t)

Ordenando esta expresion y reemplazando en (10), obtendremos la ecuacion
de Euler, que resume la regla de decisibn de consumo-ahorro 6ptima de las
familias:
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p+9%: r(t) (13)

El lado izquierdo de esta expresion representa las ganancias en términos de

utilidad de consumir en el periodo actual. En principio, las familias ganan p por
consumir en el presente en vez de ahorrarlo para conumir en periodos futuros.
Una segunda fuente de ganancia esta asociada al interés de los individuos de
mantener una trayectoria de consumo suave, y esta representada por el
0
. c(t o . . .
término 0%. Este término nos dice que cuando las familias perciban que el
c
0

. c(t)
consumo futuro va a ser mayor (es decir, cuando esperan que —<>0),

o(t)
deseard aumentar su consumo presente y, por lo tanto, reducira su consumo
futuro en la proporcién que indique su elasticidad de sustitucion. Asi, esta
expresion El lado derecho representa las ganancias de ahorrar, la cual esta
expresada como la tasa de interés de los ahorros r. Segun esta expresion, los
agentes optimizan cuando igualan las ganancias de consumir a las ganancias

de ahorrar.

(11) es la condicion de transversalidad, e indica que el valor del capital per

capita de las familias b(t)A(t) debe tender a cero a medida que el tiempo tiende
al infinito.

El comportamiento de las empresas

Las empresas producen bienes, utilizando capital y mano de obra.

Y (t) = F(K(t),L(t)) (14)

O, en términos per capita:
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y(®) = f(k(®) (15)
Donde Y es el nivel de produccién, K es el capital y L es la mano de obra; las
minusculas representan variables en términos pe céapita. Las propiedades de
esta funcion de produccién son las mismas del modelo de Solow. La funcién
objetivo de las empresas es la siguiente funcién de beneficios:

I1(t) = F(K (@), L)~ (rt) + S)K () ~ wt) L (D). (16)
Donde § es la tasa de depreciacion del capital.

Que, en términos de producto per capita se puede expresar como:

(t) = f(k(®)) - (r(t) + 5)k(t) - w(t) (17)
La condicién de optimizacion del capital se puede hallar directamente:

Y = f'k(t)=rt)+s (18)

Para hallar la productividad marginal de la mano de obra, expresaremos la
funcién de produccion como Y = Lf(k(t)). La derivada parcial de la produccién

con respectoa L es:

<
-

I
—
—
x~
—
~
=
|
—

5 k() 19)

= F(k(t) - k(O (k(t))

s

Por lo que la demanda de mano de obra implica que:

Yo = (k@) k() (k(D) = w(t) (20)

La funcion de produccion se asume que es una Cobb-Douglas

y(t) = f(k(t))= Ak(t)*, por lo que las condiciones (18) y (20) se convierten en:
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aAk(t) E) =r(t)+ 5 (21)
y(t) —aAk(t) ) = w(t) (22)

2. Equilibrio competitivo

Un equilibrio competitivo es una secuencia de cantidades c(t), b(t), k(t), y y(t)

y de precios r(t) y w(t) tales que se cumpla que:

a) Las familias maximicen su funcion de utilidad intertemporal, dada
su restriccidn presupuestaria y los precios r(t) y w(t).

b) Las empresas maximicen su funcion de beneficios, dada su
tecnologia y los precios r(t) y w(t).

C) En cada periodo, todos los mercados se encuentren en equilibrio.

Sustituyendo (20) y (21) en (5), se obtiene:

I(<)(t) = AK(t)* —c(t) — (5 + n)k(t) (22)

Por ultimo, si sustituimos (20) en la ecuacion de Euler, y definimos y,como la

tasa de crecimiento del consumo per capita, obtenemos:

e _1

7= s (cpk(t) ) 5 - p) (23)

(22) y (23) definen el sistema dinamico que gobierna el comportamiento del

stock de capital y del consumo.

3. La dindmica de transicion
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En el equilibrio de estado estacionario debe cumplirse que:

K(t) = c(t) = 0 (24)
Por lo tanto, las ecuaciones (22) y (23) se convierten en:
c(t) = Ak(t)* — (5 +n)k (25)

c(t)[% (AK(t) ) - p— 5)} -0 (26)

La ecuacion (25) pasa por el origen, es inicialmente creciente pero luego es

oA
o+n

: o . a
decreciente, y alcanza su punto maximo en Kk :( j . Este valor

corresponde al valor del capital percapita de la regla de oro de Solow.

Finalmente, cruza nuevamente el eje de las abcisas en k™.

Figura 1

c(t)

kOI’O k**
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(26) muestra la dindmica del consumo.Existen dos maneras de satisfacer la

0
condicion c(t) =0: (i) cuando c(t)=0, que graficamente corresponde a una

linea horizontal que coincide con el eje de las abcisas; y (i) cuando

%(Ak(t)‘(l‘“)—p—5):0, que graficamente corresponde a una linea vertical

ahA
o+p

pues es independiente del consumo, y que pasa por k =[ JH. Como

p >n, este valor es inferior al capital de la regla de oro en el modelo de Solow.

Figura 2

c(t)
A c(t) =0

> Kk (t)

o

Si juntamos los diagramas de fase del capital percapita y del consumo

percapita, obtendremos el sistema dinamico de esta economia:

Figura 3
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E2
k* kOFO k"*

> k(t)

0
La condicion (24) se cumple en todos los puntos en los que las curvas c(t) =0

0
y k(t) =0 se cruzan. Ello ocurre en tres puntos®, E,, E, y E,. El equilibrio E,

es un equilibrio inestable, puesto que si partimos en un punto muy cercano a

dicho equilibrio, las flechas indican que nos alejamos de ese punto. tnoen

direccion contraria. El equilibrio E; es, por el contrario, un equilibrio estable

pues las flechas a su alrededor sefialan hacia él.

El caso econdémicamente relevante es E,, que es el Unico que lleva a

cantidades positivas de consumo percapita en el largo plazo. Este equilibrio se
conoce como un equilibrio de punto de silla, y se caracteriza porque existen
solamente dos cuadrantes desde los cuales se puede llegar a dicho equilibrio;
desde los dos cuadrantes restantes, indefectiblemente, la economia se aleja
del equilibrio. En este caso, existe solamente una trayectoria que tiende al
equilibrio, que es conocida como senda estable. Por lo tanto, el sistema es

globalmente inestable.

0
* Recordar que en el eje horizontal también se cumple c(t)=0.
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En el modelo de Ramsey la senda estable tiene pendiente positiva (un
incremento del capital percapita es acompafiado por un incremento del

consumo percapita), y esté representada por la curva S en la Figura 3.

En el modelo con horizonte infinito®, los agentes econémicos escogeran
necesariamente la senda estable. Ello ocurre debido a que es la Unica que
satisface todas las condiciones de optimalidad en todos los momentos del
tiempo, incluyendo la condicion de transversalidad.

Todas las trayectorias por encima de la senda estable necesariamente
terminan en el eje vertical, en un punto en el que el capital per cépita es nulo.
En ese momento, se debe producir un salto en el consumo hasta cero, que es
equivalente a una tasa de crecimiento de menos infinito. Esto viola la condicion
de Euler (ecuacion 23) pues, segun esta ecuacion, cuando el capital percépita

es nulo, el consumo debe crecer a una tasa de crecimiento infinita y positiva.
Por otro lado, todas las trayectorias por debajo de la senda estable
necesariamente terminan en el eje horizontal, en un punto en el que el
consumo percapita es nulo. Cuando ello ocurre, no se cumple la condicién de
transversalidad.

4. El planificador social

La funcion objetivo del planificador social es:

® ~(p-n)k C(t)l_a -1
L e (—1_9 ]dt (27)

Mientras que la restriccién presupuestaria es:

® Posteriormente se mostrara por qué con horizonte temporal finito los agentes racionales no
escogen la senda estable, sino trayectorias divergentes ubicadas por encima de la senda
estable.
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Y (1) = F(K(1), L(t) =C(t) + I (t) (28)

Y(t) = F(K(t), L(t)) = C(t) + I%(t) + oK (1) (29)

En términos percapita

0
f(k(t)) = c(t) + k(t)+ (5 +n)k(t) (30)
Asumiendo una tecnologia Cobb-Douglas

MaxU (0 J. g (oo (C(t)l ’ _1jdt

sa.  Ak“ =c(t) + k(t) +(5+nk(t)

(31)

La solucién del planificador central es exactamente la misma que la que se

obtiene asumiendo mercados competitivos.

El Hamiltoniano es:

H(c(t),b(t), A(D) =& ™" [M

— J + A)(AK(1)“ —c(t) - (5 +n)k()) (32)

Las condiciones de primer orden de este problema son:

H, =e ) —A(t) =0

c

— e P e(t)? = A(t) (33)
H, = At)(Akt) ) —n-5)= T (34)
Lim,_,_k(t)A(t) =0 (35)
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Tomando logaritmos y derivadas a (33), y reemplazando en (34), obtenemos:

O _ py
o) aAK(t) p—0 (36)

Esta ecuacion, junto con (30) y (35) determinan la dinamica del capital
percapita y del consumo percapita, las cuales coinciden con las condiciones de
optimalidad en mercados competitivos. Esto significa que la solucién de
mercado es socialmente Optima pues es equivalente a la del planificador social.
Ello ocurre en situaciones en las que no existen externalidades ni distorsiones

en la economia. En casos como estos, la solucién del mercado no sera optima.
5. El caso con horizonte temporal finito

Cuando se asume horizonte finito la trayectoria 6ptima no es la senda estable,
sino son trayectorias que estan por encima de ella. Ello se debe a que no es
optimo para el individuo dejar ahorro una vez que ha alcanzado el ultimo
periodo en su vida; en vez de eso, preferira consumir e incrementar su utilidad.
En la medida de que en equilibrio el ahorro de las famlias debe igualar al
capital demandado por las empresas, resultard optimo utilizar todo el capital en

el ultimo periodo de su vida.

Si bien son infinitas las trayectorias que puede elegir el individuo, aquella que
finalmente elija dependera crucialmente del horizonte temporal. En particular, si
el horizonte temporal es corto, elegira una trayectoria que llegue rapidamente al
eje vertical, mientras que si este horizonte es largo, elegira una trayectoria que

demore en alcanzar el eje vertical.

Partamos del problema del planificador, con la Unica diferencia que el horizonte

temporales T <.
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Max U (0 J' g [C(t)lg_ljdt

S.a.

0

Ak® =c(t) + ﬁ(t) +(5+nk(t)

(37)

Las condiciones de optimalidad (33) y (34); sin embargo, la condicion de

transversalidad es ahora:

A(T)k(T) =0

Figura 4

a1 : R

(38)

> (E)

Como A(t) no puede ser negativo, el cumplimiento de la condicion de

transversalidad implica que el stock de capital en el periodo T sea nulo (

k(T) =0). La senda estable no cumple esta condicion, pues a lo largo de ella el

capital per cépita nunca es nulo. Lo mismo ocurre con las trayectorias que se

encuentran por debajo de la senda estable: estas trayectorias tienden al

equilibrio E, que tiene un stock de capital positivo.

Las Unicas trayectorias que pueden cumplir con la condicion de transversalidad

son aguellas que se encuentran por encima de la senda estable, puesto que en

algin momento del tiempo van a llegar a un punto en el que el stock de capital
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es nulo. La familia debe escoger un c, tal que, en el momento T, el stock de

capital sea nulo. Si este consumo es muy alto, agotard muy rapidamente el
capital, por lo que no podra producir en los ultimos periodos de su vida. Si, por
el contrario, es muy bajo, en el momento de su muerte no habra agotado todo

su stock de capital y, por lo tanto, no estara optimizando.
6. Estatica comparativa en el modelo de Ramsey

Las variables enddégenas son el consumo y el capital. Las variables exdégenas
son la tasa de depreciacion, el crecimiento poblacional, la tasa de descuento

subjetivo y la elasticidad de sustitucién intertemporal.

¢, Qué sucede con el capital per capita y el consumo per capita cuando se

reduce p ?. Partimos de un equilibrio estacionario inicial.

Como el consumo per capita es una variable de control, en el instante en que

se reduce p las familias ajustan automaticamente su nivel de consumo per

capita a un nivel menor. Por lo tanto, segun la ecuacion 22, las familias
consumen una proporcibn menor de su capital per capita, el ahorro se
incrementa, y se inicia un nuevo proceso de acumulacién de capital per capita.

Entonces, a partir la ecuacion (23) y al nuevo nivel de p, el consumo per

capita empieza a incrementarse. Este proceso continda hasta tender al nuevo

equilibrio estacionario.

En la Figura 5 se observa la transicion al nuevo estado estacionario. La

reduccion de p solamente afecta a la ecuacion (23), por lo que la curva

0 0
c(t)=0 se desplaza hacia la derecha, mientras que la curva k(t)=0 se
mantiene inalterada. La reduccién inicial del consumo per capita lo lleva desde

c(t), hasta c(t),, que se encuentra en la nueva senda estable. Luego, la

transicion al nuevo estado estacionario implica un incremento del consumo per

capita y del capital per capita mayores a los iniciales.

56



Figura5

c(t)

c(t),
c(t),

c(t) ,

L - > K(t
% % (t)

De (22) y (23) se hallan los niveles de capital per cépita y consumo per capita

en el estado estacionario. De (23):

1
ke :( a jl'“ (39)
o+p

(39) en (22)::

a 1
la 1o
¢ = A AN (54n)f A (40)
o+p o+p

El efecto sobre el capital per capita es:

1 2-a

ee 1o Ta
dk :_aA 1 <0 (41)
do l-a\6+p

Mientras que el efecto sobre el consumo per capita es:
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2-a

ES za
de* _ ac* k™ _ Ak ) — (5 +1n)] - aA-« ( 1 JH 42)

dp  k® op l-a \d+p

Como cuando el capital es menor al capital de estados estacionario

aAk™) > (5 +n), esta expresion tiene signo negativo.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En el modelo de crecimiento econémico de Ramsey:
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a. ¢ Qué sucede con el consumo Yy el capital per-capita ante un incremento del
crecimiento poblacional? Proporcione una explicacion grafica, analitica y
matematica a su respuesta.

b. ¢ Qué sucede con el consumo y el capital per-capita ante un incremento de la
tasa de depreciacion? Proporcione una explicacion gréafica, analitica y
matematica a su respuesta.

c. Tomando en consideracién el modelo con horizonte infinito, analice el
comportamiento del ahorro per-cépita a lo largo del tiempo. Si el horizonte es

finito, ¢ cdmo cambiaria su respuesta?
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PARTE VII: LA TEORIA DE LOS CICLOS ECONOMICOS

LOS CICLOS ECONOMICOS REALES®

Introduccidén

La evolucion del producto no es uniforme a lo largo del tiempo; por el contrario,
esta evolucion presenta fluctuaciones, en algunos casos bruscas, alrededor de

la tendencia de largo plazo.

¢, Qué determina estas fluctuaciones? Segun la teoria de los ciclos econdmicos
reales estas fluctuaciones provienen basicamente de choques reales que

afectan a la economia.

1. Ciclos econdmicos reales

Segun los modelos de ciclos econdmicos reales, las fluctuaciones son
causadas por choques reales. Si bien estos choques son estocasticos (en el
sentido de que son completamente aleatorios y no resultan de decisiones de
optimizaciéon de los agentes econdmicos), estos agentes conocen informacion

sobre estos choques que les permite hacer predicciones sobre su valor futuro.

El punto de partida es el modelo de crecimiento de Ramsey. Sin embargo,
difiere de este modelo pues se asume que existe un choque estocastico que
causa las fluctuaciones. Tipicamente, este choque estocastico es un choque de
productividad (como en el modelo que vamos a ver a continuacion). En la
medida de que en este modelo el objetivo no es explicar el crecimiento de largo
plazo sino las fluctuaciones de corto plazo, es expresado en niveles y no en

términos per capita.

El modelo

® Este capitulo lo escribi6 Liu Mendoza. El modelo presentado aqui se basa en Castillo (2008).
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El modelo que se presenta a continuacion difiere del modelo de Ramsey en

fres aspectos.

Primero, la productividad no es deterministica, sino que esta sujeta a choques
estocasticos en cada periodo. Los agentes conocen las propiedades

estadisticas de estos choques.

Segundo, la decisién de oferta de trabajo de las familias es enddgena, lo que

permite que también las familias respondan a los choques de productividad.

Por ultimo, las variables econdmicas se expresaran en niveles y no en términos
por trabajador como en las secciones previas, y asumimos que la poblacién se

mantiene constante en cada momento del tiempo.

Se asume que existen dos agentes en esta economia, las familias
(consumidores) y las empresas (productores). Estos agentes interactian en
tres mercados competitivos: el mercado de bienes, el mercado financiero y el

mercado de trabajo.

El ahorro de las familias se realiza mediante bonos emitidos por las empresas.
Cada bono ofrece una rentabilidad de 1 en el periodo siguiente, y su precio es
Q,”. Este ahorro es tomado por las empresas bajo la forma de capital, el cual
utilizan para producir. Finalmente, las familias ofrecen mano de obra a las

empresas a un determinado salario real W,.

1
" Notese que Q, =——, donde I, es la tasa de interés que ofrecen los bonos. Ello se
t

desprende de que cuando gasto Qt unidades monetarias en bonos, este me rinde 1 unidad
monetaria en el periodo siguiente; cuando se gasta una unidad monetaria en bonos, este me
rinde en el periodo siguiente (1+ rt). Como ambas expresiones reflejan la rentabilidad futura
, ) _ 1 (L+r)
de los bonos, deben ser proporcionales entre si. Por lo tanto, se obtiene que — = T
t
que es equivalente a la expresion anterior. Se utiliza Qt para simplificar los calculos al
momento de log-linealizar el problema.

61



Las variables de estado son aquellas variables que resumen toda la
informacion pasada y los choques estocasticos. En el modelo, las variables de

estado en el periodo t son el capital rezagado un periodo K,, y la

productividad A, .

El modelo se presentara en tiempo discreto.

El comportamiento de las familias

Las familias tienen que decidir cudnto de sus ingresos destinar a consumo
presente y cuanto a consumo futuro y cuantas horas de trabajo ofreceran en
cada periodo. Para ello, las familias maximizan el valor esperado® de una
funcién de utilidad intertemporal de infinitos periodos, en la cual deciden cuél es
la trayectoria de consumo, oferta de trabajo y demanda de bonos en cada

momento del tiempo.

Entonces, en el periodo t cada familia maximiza la siguiente funcion de utilidad:

UI = Et[iﬂsu(cus’ Nt+s )} (1)

s=0

Donde U es la funcidén de utilidad intertemporal; u es la funcion de utilidad

instantanea; C es el consumo; N es la cantidad de horas trabajadas que

. 1 .
ofrecen las familias; ﬂzl— es el factor de descuento intertemporal de las
+p

familias y p es la tasa de descuento intertemporal; finalmente E, es el

operador de esperanza matematica en el periodo t.

Las familias obtienen ingreso de sus salarios, de la rentabilidad de los bonos y

de los beneficios generados por las empresas. Si colocamos al lado izquierdo

® En la medida de que ahora estamos en un contexto de incertidumbre, las familias maximizan
no el valor de su utilidad intertemporal, sino el valor de lo que esperan sea esta utilidad
intertemporal.
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los gastos y al lado derecho los ingresos, la restriccion que enfrenta la familia

en cada momento t es:
PtCt +Qt Bt :Wt Lt + Bt—l + o, (2)

Donde B representa el stock de bonos por parte de las familias; W es el
salario real; r es la tasa de interés que rinden los bonos; y o representa el

beneficio proveniente de las empresas.

El problema que enfrentan las familias es maximizar el valor esperado de su
utilidad intertemporal, sujeto a las restricciones presupuestarias en cada

periodo del tiempo:

Max U = Et |:Z,BSU(CHS, Nt+s )}
s=0
s.a. RC,+Q,B, =W,L, +B, , + @, (3)
Et [Pt+lct+l + Qt+1 Bt+1] = Et [\Nt+l Lt+l + Bt + wt+l]

La resolucion del presente problema puede realizarse mediante el método de
multiplicadores de Lagrange. La funcidén Lagrangiana toma la siguiente forma:

l= Et|:2ﬂsu(ct+sv Nt+s):|_ﬂ”t(PtCt +Q,B, -W,L, -B, _a)t)
s=0

- A B (Pt+lct+1 + QB —Ws Ly — By — a)t+1) (4)

Donde A, es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion

presupuestaria del periodo i. Las condiciones de primer orden asociadas son:

gc,tZKN,tZEB,tZO (5)

Donde F,, representa la derivada parcial de la funcion F respecto de la

variable X, . De este procedimiento, se obtiene:
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BV,

A = P, ' (6)
_ ﬂou Nt

A = W, (7)

Et [ﬂ”wl] — Qt (8)

A

t

ﬁU C,t+l

Si iteramos la ecuacion (6) un periodo, se obtiene A, = 5
t+1

Reemplazando los valores de 4, y 4, en las ecuaciones (7) y (8), se obtiene:

1
Uc,t = _Wtu Nt (9)
Ucia P
—E p —*=_t 10

La ecuacion (9) es la tradicional condicion de optimalidad entre empleo y
consumo que determina la oferta de trabajo de las familias. Segun esta
expresion, las familias optimizan cuando el valor del consumo adicional que
pueden obtener ofreciendo una unidad adicional de trabajo debe ser igual al

valor de la desutilidad que genera ese incremento de las horas trabajadas.

La ecuacion (10), denominada Ecuacion de Euler, relaciona la decisién de
consumo presente y futuro (cuanto consumir y cuanto ahorrar en cada periodo).
Segun esta ecuacién, las familias optimizan cuando la utilidad marginal del
consumir en el periodo actual es igual a la utilidad marginal de consumir en el
periodo siguiente, ajustada por el factor de descuento subjetivo y la tasa de

interés.

Por simplicidad, se asumira que la siguiente funcién de utilidad:

Cl*@ N1+X
U(CtLt)zli_H_ 1Jtrx

(11)
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Donde @ representa la aversion al riesgo de las familias y Xx representa la

inversa de la elasticidad oferta de trabajo.

Por lo tanto, la oferta de trabajo y la condicion de Euler se convierten en:

o _ N/
=W (12)
Ct+1 _g Pt
Q, —ﬁEtl( C. j _RJ (13)

El comportamiento de las empresas
La empresa tiene una tecnologia de produccion que esta en funcién del nivel

de productividad, el stock de capital del periodo anterior y de la mano de obra

que contrata:

Y, = F[A[’Kt—lf Lt] (14)
Donde Y es el nivel de produccion, A es el nivel de productividad, K es el
capital y L es la mano de obra; las minUsculas representan variables en
términos per capita. Las propiedades de esta funcion de produccion son las
mismas que en el modelo de Solow

La funcién de beneficios de la firma en cada periodo se define como:

oy = Pth _WtLt - It

Y la inversion es igual a:
l, = (Kt - Kt—l)+ Ky (16)
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Las firmas buscan ahora maximizar los beneficios que obtendra a lo larga de su
existencia, es decir, el valor presente neto en el periodo t de los flujos futuros

de beneficios Q.

Para actualizar valores futuros, un flujo de dinero h,_, que se obtendra en el

h :
s en el periodo t.

iodo t+s val
PR T e ) )

Para simplificar la notacion, se define el factor de descuento del flujo de

beneficios en t+s para convertirlo en términos del periodo t como:

1 S 1
d - = 17
S (IS (PR W (P H(lj (")

t+s-1

Notese que d,, =1, pues dicho valor se encuentra ya en términos del periodo t,
dt t+1

: 1 :
yque d,,,, :ﬁ' Finalmente, como Q, = e se tiene que Q, =d, ;.
t+1

El valor presente de los flujos de beneficios futuros es entonces:

Qt = Et ldt,ta)t + dt,t+1a)t+l + dt,t+2a)t+2 + dt,t+3a)t+3 + J

} (18)

Reemplazando en la expresion anterior la inversion y la funcién de produccion,

obtenemos la siguiente funcion objetivo para las firmas:

Max Q - Et{zdtns t+s t+s Wt+s Lt+s _(Kt+s - Kt+s—l(1_5))]:|

s=0

= dtt Y W L (Kt - Kt—l(l_é‘))] (19)
+d t+s[ t+1 t+1 _Wt+lLt+1 - (Kt+l - Kt(l_ 5))]
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Las condiciones de primer orden:

Q =0, =0 (20)

Flo=—" (21)

1= ﬂEt [dt,t+1(Pt FK,t + (1_ 5))] (22)
(21) es la demanda de trabajo y (22) es la ecuacion que determina la inversion

La productividad esta sujeta a choques estocasticos, de acuerdo a un proceso

proceso AR(1) de la siguiente forma:
InA =pInA_ +¢ (23)

Donde ¢, ~iid(0,02) es un ruido blanco y 0< p<1. Este Ultimo parametro

representa el grado de persistencia del choque de productividad, pues indica

cuan rapido un choque &, se desvanece en su totalidad. Noétese que
InA_, =pInA +¢&, =p°InNA_, +pe,_, +& . Si continuamos con este

procedimiento para A .,

S+1 S s-1
InA=p"In A[—l+(p & tp 5t+1+---+5t+s)

=pInA+ Zpsqgm

i=0

(24)

oln S
At:p_

El efecto de un choque &, en la productividad futura InA. . es 5
gt

Como O0< p<1, para un horizonte s muy grande, este efecto tiende a

desvanecerse en el tiempo. Entonces, mientras mayor sea o, mayor tiempo
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debera transcurrir para que los efectos de este choque desaparezcan y mayor

seré el efecto de un choque ¢, en la productividad futura.

Por dltimo, si reemplazamos Q, =d,,,, y asumimos una funcién de produccion

Cobb-Douglas:

Yo =A Ktoil Lt_a (25)

Las ecuaciones de demanda de capital y de trabajo se convierten en:

1= g, {Qt (aP (o 5)}} (26)

(-a)t = 27)

t

O |§

Equilibrio competitivo

Un equilibrio competitivo es la secuencia de variables de control (cantidades

C., B, K., N, I,y Y, yprecios Q, y W,), tales que se cumplan que:

d) Las familias maximicen su funcién de utilidad intertemporal
e) Las empresas maximicen su funcién de beneficios

f) En cada periodo, los mercados se encuentren en equilibrio.

Supondremos que los precios son constantes e iguales a la unidad (es decir,

P, =P, =1). Entonces, la dinamica de la economia esta representada por el

siguiente conjunto de ecuaciones:

a) Por el lado de las familias:

_N¢
W

t

C’

(12)
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Ct+l 79
Qt :ﬂEt [( Ct ] ] (13)

b) Por el lado de las empresas:

l, = (Kt - Kt—l)+ Ky (16)
InA =pInA_ +¢ (23)
Y = AKLL™ (25)
1:ﬂa{Q{aT?-+@—5ﬂ} (26)

-a)t=w, 27)

t

c) Los equilibrios en los mercados:

N, =L, (28)
B, =K, (29)
Y, =C, +1, (30)

Tenemos un sistema de 9 ecuaciones que determinan la evolucion de las 8
variables enddgenas del modelo y el comportamiento de la productividad. Sin
embargo, es un sistema de nueve ecuaciones en diferencias no lineales y
estocasticas. Estas caracteristicas generan un sistema dinamico dificil de
trabajar y que no tiene una solucion analitica. Por lo tanto, se recurre a
resolverlo mediante una aproximacion log-lineal expresada en términos de

desvios con respecto al estado estacionario.

Ciclos econdmicos, choques de productividad y persistencia

En esta seccion se explica analiticamente cuales son los mecanismos de

transmision de un choque de productividad mediante los cuales estos choques
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se difunden y amplifican, generando fluctuaciones de corto plazo en la

economia.

Es fundamental distinguir entre choques de productividad transitorios y

persistentes®. Un choque &, es transitorio si sus efectos se disipan rapidamente

a medida de que transcurre el tiempo; en el modelo, esta representado por un

bajo valor de p en la ecuacion (23). Un choque es persistente si sus efectos se

disipan lentamente en el tiempo; matematicamente es caracterizado por un

valor de p cercano al.

¢Por qué es importante la persistencia de los choques en le dinamica de
transicion al estado estacionario? Por un lado, es un mecanismo amplificador;
mientras mayor sea la persistencia del choque, mayor sera la respuesta de la
produccion y mayores y mas prolongadas seran las fluctuaciones econémicas.
Por otro lado, las variables endogenas del modelo responden de manera

distinta ante un choque de productividad transitorio frente a uno persistente.

¢ Cudles son efectos de un choque transitorio y de uno persistente en la

economia? ¢ En qué se diferencian?

Por el lado de las empresas, un choque de productividad positivo (incremento

de ¢,) desplaza la frontera de posibilidades de produccion, y, por lo tanto,

aumenta la productividad marginal del trabajo y del capital. Ello se traduce en
un incremento del nivel de produccién y de la demanda de trabajo (ecuacion
27).

Figura 1

® Cuando un choque es persistente, si bien el efecto es duradero, este tiende a disiparse a
medida que transcurre el tiempo. En cambio un choque es permanente cuando este no se

disipa; es representado con p =1.
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L'(A)
L(A)

Ld

¢, Qué sucede con la demanda de capital de las empresas? La ecuacion (26)
muestra que la acumulacion 6ptima de capital depende de los flujos esperados
de ingresos en el futuro y, por ende, de la productividad marginal futura del
capital. Ante un choque transitorio, la productividad futura se elevard, pero
solamente por algunos periodos y en menor magnitud que ante un choque
persistente. Como consecuencia, para una tasa de interés constante, si bien en
ambos casos se eleva la demanda de capital y, por ende, la inversion, este
incremento es pequefio cuando el choque es transitorio, pero es grande

cuando el choque es persistente.

Figura 2

Choque transitorio: Choque persistente:
£ cercano a cero £ cercano a uno

It—l It It—l It
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Por el lado de las familias, el incremento de la productividad marginal del
trabajo incrementa el salario real y, por lo tanto, la capacidad de gasto de las
familias. Por efecto sustitucion, el coste de oportunidad de trabajar es mayor vy,
por lo tanto, se reduce la demanda de ocio y se incrementa la oferta de trabajo;
sin embargo, la oferta de trabajo disminuye por el efecto renta, puesto que el
incremento del salario real incrementa sus ingresos totales, y ya no necesita

ofrecer tanto trabajo como antes para alcanzar el mismo nivel de consumo.

Un choque de productividad transitorio puede interpretarse como un incremento
pequefio del valor presente de los ingresos futuros de las familias; por lo tanto,
el efecto renta es pequefio y es dominado por el efecto sustitucion, y se
incrementa la oferta de trabajo. Lo contrario ocurre con un choque persistente:
el incremento del valor presente de los flujos de ingreso futuros son grandes; el

efecto renta es grande y domina al efecto sustitucion, y la oferta de trabajo

disminuye.
Figura 3
Choque transitorio: Choque persistente:
L Cercano a cero L Cercano a uno
w 0 w 1 0
L(A,) L(A) L°(A)

LS

Desde el punto de vista del consumo, este incremento de los ingresos
salariales se traduce en un incremento del consumo. Sin embargo, la hipotesis
del ingreso permanente nos dice que la magnitud de este incremento en el
consumo depende de si el incremento de los ingresos que lo origina es

transitorio o persistente. Si el choque es transitorio, la mayor parte del
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incremento del ingreso se trasladard a un incremento del ahorro y el
incremento del consumo sera pequefio. Lo contrario ocurre si el choque es
persistente: la mayor parte del incremento del ingreso se traslada a un
incremento en el consumo, y un pequefio porcentaje a un incremento del

ahorro.

Figura 4

Choque transitorio: Choque persistente:
/0 Cercano a cero £ Cercano a uno

¢, Qué ocurre con el equilibrio en cada uno de los mercados?

En el mercado de trabajo, cuando el choque es transitorio la demanda y la
oferta de trabajo se incrementan; si asumimos que el incremento de la oferta es
menor que el incremento de la demanda', el equilibrio en este mercado
requiere de un ligero incremento del salario real. Cuando el choque es
persistente, la demanda de trabajo aumenta mientras que la oferta de trabajo
disminuye!; como consecuencia, el salario real se incrementa en una mayor

magnitud respecto de cuando el choque es transitorio.

Figura 5

1% En principio, el salario real quedaria indeterminado. Sin embargo, resultados de calibracién
efectuados por los autores indica que se incrementa.

' En principio, la mano de obra de equilibrio quedaria indeterminado. Sin embargo, resultados
de calibracion efectuados por los autores indica que se incrementa.
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Choque transitorio: Choque persistente:
£ Ccercano a cero £ cercano a uno

Ls°(A,)

L, L

-

En el mercado financiero, un choque transitorio implica un ligero incremento de
la inversion acompafiado de un fuerte incremento del ahorro; como
consecuencia, la tasa de interés disminuye. Ocurre lo contrario si el choque es
persistente: como el ligero incremento del ahorro es acompafado por un fuerte

incremento de la inversion, la tasa de interés real aumenta.

Figura 6

Choque transitorio: Choque persistente:
 Cercano a cero L Cercano a uno

En el mercado de bienes, tanto el consumo como la inversion se elevan. Sin
embargo, el incremento de estas variables es menor cuando el choque es

transitorio con respecto a un choque persistente. Por lo tanto, si bien un choque
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de productividad eleva la produccién, este incremento es mayor si el choque es
persistente. Como consecuencia, tanto la magnitud como la duracién del ciclo

es mayor cuando el choque es persistente.
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

En el modelo de ciclos econémicos reales:

a. A partir del modelo desarrollado, diga usted si el efecto de un choque de
productividad transitorio sobre el tamafio del ciclo econd6mico es mayor o menor
cuando las familias son mas impacientes. Si el choque es persistente, ¢ cambia
su respuesta? Proporciones una explicacion analitica a su respuesta.

b. Asuma que las preferencias toman la siguiente forma:
1 v o
u(c, Nt):E(Ct(l_ N,) )1

Halle las condiciones de primer orden de los individuos y defina el equilibrio

competitivo.
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